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Geodeta uprawniony (1,2,4), absolwent Technikum Geodezyjnego w Jarostawiu
i Wydziatu GiK Politechniki Warszawskiej. Laureat konkursu ,Dyplom dla Warszawy".
Pracowat m. in. w przedsiebiorstwie budowlanym, biurze projektéw, Technikum
Geodezyjnym w Rzeszowie i jako st. wyktadowca na Politechnice Rzeszowskiej,
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inzynierskich. Pracowat tez jako geodeta na dwdéch kontraktach: w Rumuniii Algierii.

Metoda najmniejszych kwadratow w obliczaniu
bteddw Srednich mierzonych szczegdtow terenowych

1. Wstep

Okreslanie doktadnosci pomiaru szczegdtdw, zwtaszcza z | grupy do-
ktadnosciowej (m, = 0,10 m), byto zaniechane od poczatku stosowania
Instrukcji Technicznej G-4 Pomiary Sytuacyjne i Wysokos$ciowe z 1979
roku. Dopiero po ¢wieréwieczu GUGIK zreflektowat sie i zlecit dr. Adamowi
Doskoczowi z UWM w Olsztynie ekspertyze dotyczaca zasad i doktad-
nosci pomiaréw wykonywanych metodg biegunowa i metoda domiaréw
prostokatnych [4]. Poniewaz w rozporzadzeniu [1] utrzymano te same me-
tody (oraz rzadziej stosowane jak wciecia katowe, liniowe i katowo-liniowe
[§32]) to ekspertyza jest nadal przydatna. Rozwazania odnosnie doktad-
nosci pomiaréw powtdrzone zostaty w Geodesia et Descriptio Terrarum [5].
Trzeba jednak nadmienic¢, ze wczesniej zagadnieniu doktadnosci pomiaréw
wykonywanych metoda biegunows i metodg domiaréw prostokatnych po-
$wiecit prof. Stanistaw Latos opracowanie [3]. Obydwie metody dla oblicza-
nia wspotrzednych poszczegdlnych mierzonych punktéw to konstrukcje
jednoznacznie wyznaczalne i obydwaj panowie zastosowali w przepro-
wadzanych analizach prawo przenoszenia sie btedéw $rednich Gaussa,
co tez przewiduje sie w [1-§14]. A w rozporzadzeniu [1] przytoczony jest

tylko utomny wzor na okreslenie doktadnosci pomiaru metoda biegunowg —
f mZ ) o
Mp(pom) ~ m§ +d? *72 (1), natomiast dla metody rzednych i odcietych

opisanej w [1-§ 34] nie podano wzoru na doktadnos$¢ pomiaru. Niektore pro-
gramy obliczeniowe sg jednak przygotowane do okreslania btedéw srednich
obliczanych wspdtrzednych w oparciu o prawo przenoszenia sie btedéw
srednich Gaussa. Ja jednak w niniejszej publikacji zaproponuje innowacyjne,
wtasciwsze podejscie do zagadnienia. Btedy $rednie szczegotow tez bedzie
mozna oblicza¢ metoda najmniejszych kwadratéw.

2. Wczesniej o problemach zwigzanych z wyréwnywaniem pomiarowych
osnéw sytuacyjnych (POS)

Wyréwnaniu metodg najmniejszych kwadratéw (MNK) POS pos$wie-
citem trzynascie publikacji. Pierwsza z nich ukazata sie 22 lata temu [10].
Ustawowy obowigzek stosowania MNK do wyréwnan POS zaistniat dopiero
szes¢ lat temu w 2011 roku [1-§18.1]. Mozna jednak zaryzykowaé stwier-
dzenie, ze mimo to nadal ,znaczna populacja” geodetéw uprawnionych
nie ma pojecia o procesie obliczeniowym w MNK. Pewnym wybawieniem
dla ich niewiedzy stato sie rozporzadzenie [1- §17], gdzie m.in. stwierdzono:
,Pomiarowg osnowe sytuacyjng (POS) wyznacza sie w nawigzaniu do po-
ziomej osnowy geodezyjnej (POG) w postaci sieci punktéw wyznaczonych
metodg precyzyjnego pozycjonowania przy pomocy GNSS'. Ale to samo
rozporzadzenie zwraca tez uwage na ograniczenia stosowania technologii
GNSS [1-88], co w potaczeniu z terenami o gestej zabudowie, zalesionymi
itp. stanowié bedzie znaczny obszar kraju, gdzie rozwiniecie POS metoda
klasyczna bedzie jedynym rozwigzaniem. Poza tym, jezeli moja propozycja
wyliczania btedéw $rednich mierzonych szczegdtéw MNK zyska akceptacie,
to przypomnienie sobie elementarnych tresci z rachunku wyréwnawcze-
go i umiejetnos$¢ postugiwania sie wiasciwym programem obliczeniowym
powinno sta¢ sie obowigzkiem kazdego uprawnionego geodety. Ponizej
przedstawie wybrane problemy, z ktérymi bedziemy mieli do czynienia pod-

czas wyrownywania MNK pomiarowych osnéw sytuacyjnych i mierzonych
SzCzegotow sytuacyjnych.

2.1. Co powinno sie robi¢ z obserwacjami pomiedzy punktami nawigzania
(statymi)

Jezeli z dwdch zapytanych przeze mnie profesoréw, specjalistow w za-
kresie rachunku wyréwnawczego, jeden twierdzi, ze obserwacje pomiedzy
punktami statymi powinny wchodzi¢ do wyréwnania POS, a drugi twierdzi,
ze nie i jezeli z trzech najpopularniejszych w Polsce programoéw oblicze-
niowych dwa przyjmuja takie obserwacje, a trzeci je odrzuca, to przyznaé
musimy, ze istnieje powazny problem. Problem, ktéry powinien by¢ roz-
strzygniety przez GUGIK. Nie mozna oblicza¢ btedéw srednich mierzonych
szczegotow terenowych w oparciu o wyréwnane POS mogace mie¢ dwa
alternatywne wyniki. Osobiscie uwazam, ze obserwacje pomiedzy punktami
statymi powinny by¢ wykorzystywane w procesie wyréwnania MNK. Uza-
sadnienie przedstawie w postaci konkretnych wyliczen przyktadu z podrecz-
nika prof. Zbigniewa Wisniewskiego [12 — str. 300] osadzonych w realiach
rozporzadzenia o osnowach [13]. Rysunki 1 i 2 oparte na rysunku 5.1.21
z[12] beda ilustracjg do czesci przedstawionych obliczen. Warto tez dodac,
7e pracujac kiedys nad artykutem [11], przewertowatem osiem podrecznikdw
do rachunku wyréwnawczego autorstwa profesoréw: Barana, Czaji, Haus-
brandta, Kochmanskiego, Langa, Osady, Skorczyriskiego i Warchatowskiego
i w zadnym z nich nie zetknatem sie z zaleceniem wiaczania do wyréwnania
obserwacji pomiedzy punktami statymi. Réwniez prof. Wisniewski nie za-
uwaza tego zagadnienia w podreczniku [12].
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Rysunek 1.

Przed przedstawieniem poszczegdlnych wariantéw obliczen nalezy
odnotowac fakt podstawowy — zaistniata petna zgodno$¢ pomiedzy ob-
liczeniami sieci w podreczniku profesora Wisniewskiego a wyliczeniem
przedstawionego zagadnienia w systemie obliczeniowym C-GEO.

2.2. Obliczenie wspotrzednych punktow Z1 i Z2 przy zatozeniu, ze Srednie

btedy punktéw nawiazania sa praktycznie zaniedbywalne (m, 0,01 m)
Kryterium m,<0,01 m zgodnie z [13] powinny spetniac:

= osnowa podstawowa fundamentalna (osnowa 1 klasy),

= osnowa podstawowa bazowa (osnowa 2 klasy).
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Przedstawiona tabela 1 oprécz danych z [12] zawiera dodatkowo 3 ob-
serwacje wyliczone ze wspétrzednych punktéw nawigzania (167,977 m;
127,569 m; 130,80999). Takie podejscie do zagadnienia pozwolito na wyka-
zanie, ze poprawki do tych obserwacji sg wartosciami zerowymi. Natomiast

Tabela 1.

wspotrzedne wyréwnane i poprawki do pozostatych obserwacji sg identycz-
ne jak w wyréwnaniu ksigzkowym, tylko zmniejszyty sie btedy Srednie (m,,
20,022 mna 0,016 moraz m,z 0,014 m na 0,011 m) z tej racji, ze doszty
3 obserwacje.

2.3. Obliczenie wspétrzednych punktow Z1i Z2 przy zatozeniu, ze Srednie
btedy punktéw nawigzania m,<0,05 m oraz m,<0,10 m

Powyzsze kryteria maja spetnic:
= szczegdtowa pozioma osnowa geodezyjna (osnowa 3 klasy) — punkty
dotychczasowej osnowy 2 klasy, gdzie m, < 0,05 m;

m szczegdtowa pozioma osnowa geodezyjna (osnowa 3 klasy) — punkty
dotychczasowej osnowy 3 klasy, gdzie m, 0,10 m.

Ponadto szczegdtowa poziomag osnowe geodezyjng 3 klasy maja sta-
nowi¢ nowo zaktadane punkty o m_< 0,07 m.

W dalszej czesci artykutu przedstawione zostang dwie tabele z wylicze-
niami, ktére burza dotychczasowe pojecie o zatozeniu bezbtednosci punk-
téw nawigzania [1-§18.2]. Zatozenie ,bezbtednosci punktéw nawigzania”
ma praktycznie sens tylko w przypadkach, kiedy zaktadamy szczegdétowg po-
zioma osnowe geodezyjna 3 klasy, nawigzujgc jg do 1i2klasy o m,<0,01 m.

Jak zadecydowano w [13] kazdy z punktéw 3 klasy posiada wyréwnane
wspotrzedne z odpowiednio przypisanym btedem $rednim. Punkty te zmate-
rializowane sg w terenie odpowiednimi znakami do stabilizacji geodezyjnych
osnéw poziomych. Jednak fizycznie zaznaczony $rodek znaku (Srodek
rurki, naciety krzyz itp.) nie zawsze reprezentuje wyréwnang wspétrzedng

punktu. Jest tylko jedno wirtualne potozenie
wyréwnanego punktu, mieszczgce sie w ob-
szarze btedu Sredniego, ktérego praktycznie
nie znamy. Zatézmy wiec, ze rysunek 1 przed-

WYROWNANIE SCISLE

stawia trzy centry punktéw nawigzania S1, S2

(metoda najmniejszych kwadratow)

i S3 na pozycjach pokrywajacych sie ze wspot-
rzednymi wyréwnanymi oraz przyjete przeze

llo$¢ obserwacji nadliczbowych: 7 (wersja ksigzkowa — 4 obserwacje nadliczbowe)

mnie dowolnie centry mieszczace sie granicach

PUNKTY NAWIAZANIA - S1, S2, S3

btedéw $rednich. Obserwacje do wyréwnan

mO0= 0.8; Uktad lokalny

w tabeli 2 i 3 przygotowatem na wyliczeniach
tych dowolnie przyjetych centréow w obszarach

btedow srednich m, <0,05 mim, <0,10 m oraz
Numer X Y mx my | me wyréwnanych wspoétrzednych punktow 21172
By g o o o st ol .
S3 1359.880 2640.360| 0.000] 0.000] 0.000
WSPOLRZEDNE PRZYBLIZONE 2.4. Wnioski z wykonanych obliczen
1. W zaprezentowanych tabelach, w wy-
Numer X Y mx my mp niku przeprowadzonych obliczer (wyréwnan)
Al 1249.981 2410.023 | 0.021| 0.021 | 0.030 wspotrzedne punktéw nawigzania (statych) nie
72 1220.006 2590.026 | 0.021] 0.021] 0.030 zmienity sie, co nie oznacza bezbtednosci tych
. . punktéw. Niuanse zwigzane z tabelg 1 i wyli-
WSPOLRZEDNE WYROWNANE L . L
czeniami z podrecznika [12] zostaty wyjagnione
Numer X wyr. Y wyr. mx my | mp A B Az A wczesniej.
Z1 1249.957 2410.024| 0.010| 0.013| 0.016 | 0.014| 0.008 133.1267 2. Clou symulacji obliczeniowych to wyniki
Z2 1220.006 2590.013 [ 0.005| 0.009 | 0.011 [ 0.010| 0.005 77.5077 przedstawione w tabelach 2 i 3. Btedy sred-
nie osnowy 3 klasy, odpowiednio m, <0,05 m
KATY . . .
im, <0,10 m, zawarte w obserwacjach pomie-
L c P Kat mK popr. Kat wyr. mK w dzy punktami statymi, zadecydowaty o tym,
71 72 S3| 111.4985| 0.0015| -0.0005| 111.4980| 0.0012 ze otrzymalismy rozne wspotrzedne punktow
S3 s2 S1] 130.8099| 0.0000|  0.0000| 130.8099 | 0.0000 wyréwnanych Z1 122 oraz rézne (lecz o prze-
- widzianej réznicy) btedy srednie.
ODLEGLOSCI 3. Aby uzyskac wyniki wyréwnywanej POS,
p K D mD D zred. popr. D wyr. mDw ktére uwzglednig rzeczywistg warto$¢ punktow
ST 21 151.581| 0.020| 151.5810| 00233 151.604| 0011 nawigzania, musimy zadbac o jak najwigksza
S2 VAl 244285| 0.020| 2442850| 0.0186 244.304|  0.008 liczbe obserwacji pomiedzy punktami staty-
71 3 255.235| 0020 2662350| -0.014| 255220 0.070 mi, ktore pozniej nalezy wiaczy¢ do obliczen
71 72 182.453| 0.020| 182.4530| 0.0109 182.464|  0.013 MNK. Ten postulat jest w jaskrawej sprzecz-
S 72 260.408| 0.010| 269.4080| -0.010 269.398|  0.006 nosci do ,wypoconej" licencji o odptatnosci za
S2 72 233510| 0010| 2335100| -0.008 233.502|  0.005 kazdy punkt nawigzania. Ptacenie za punkty
S3 72 148.655| 0.010| 148.6550| 0.0040 148.659|  0.007 osnowy nazwatem w publikacji [14] ,zbrodnig
S S2 167.977| 0.000| 167.9770| -0.000 167.977|  0.000 na geodezji".
S2 S3 127.569 0.000 127.5690 0.0000 127.569 0.000
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Tabela 2. Tabela 3.
WYROWNANIE SCISLE WYROWNANIE SCISLE
(metoda najmniejszych kwadratow) (metoda najmniejszych kwadratow)
llo$¢ obserwacji nadliczbowych: 7 llos¢ obserwacji nadliczbowych: 7
PUNKTY NAWIAZANIA PUNKTY NAWIAZANIA
m0=1.0; Uktad lokalny mO= 1.0; Uktad lokalny
Numer X Y mx my mp Numer X Y mx my mp
S1 1400.200 | 2389.750 0.000 0.000 0.000 S1 1400.200 2389.750| 0.000| 0.000| 0.000
S2 1450.080 | 2550.150 0.000 0.000 0.000 S2 1450.080 2550.150 | 0.000| 0.000| 0.000
S3 1359.880 | 2640.360 0.000 0.000 0.000 S3 1359.880 2640.360| 0.000| 0.000| 0.000
WSPOLRZEDNE PRZYBLIZONE WSPGLRZEDNE PRZYBLIZONE
Numer X Y mx my mp Numer X Y mx my mp
Z1| 1249.981 | 2410.023 0.021 0.021 0.030 Z1 1249.981 2410.023 0.021 0.021 0.030
Z2 | 1220.006 | 2590.026 0.021 0.021 0.030 72 1220.006 2590.026 0.021 0.021 0.030
WSPOLRZEDNE WYROWNANE WSPOLRZEDNE WYROWNANE
Nu- Xwyr. Y wyr. mx | my | mp A B AzA Numer | X wyr. Y wyr. mx | my | mp A B Az A
mer
71| 1249.965 | 2410.071 | 0,033 0.037 | 0.050 |0.042 |0.007 | 142 8421 7Z1|1249.983 | 2409.927 | 0.068| 0.075| 0.102| 0.086| 0.054| 142.8279
’ ' ) ) ’ ‘ ) ' 7211219.984 | 2589.927 | 0.057| 0.083| 0.101| 0.087| 0.052| 77.1386
72| 1220.024 | 2590.057 | 0.028|0.041| 0.049]0.042|0.025| 77.3112
KATY KATY
Llicl|p Kat mK popr. Kat wyr. mK w L Cc P Kat mK popr. Kat wyr. mKw
711 721 s3| 1114381 0.0350 00482 | 111.4863 0.0170 Z1 72| S3| 111.6372 0.0700 -0.0235| 111.5137 0.0345
s3] s2| s1| 1308322 00350 -0.0223| 130.8099|  0.0000 S3| S2]| S1]1307240] 00700] 0.0859] 130.8099] 0.0000
ODLEGLOSCI ODLEGLOSCI
P | K D mD D zred. popr. D wyr. mDw P K D mD D zred. popr. D wyr. mDw
S1| Z1| 151.630 0.041| 151.6300 -0.026 151.603 0.035 S1 Z1| 151.519 0.085| 151.5190 0.0469 | 151.566 0.072
S2| Z1| 244263 0.041| 244.2630 0.0074 244.270 0.027 S2| Z1| 244.387 0.085| 244.3870 -0.048 | 244.338 0.054
Z1| S3| 255.182 0.041| 255.1820 -0.007 255175 0.030 Z1 S3| 255.277 0.085| 255.2770 0.0199 | 255.297 0.062
Z1| Z2| 182.464 0.041| 182.4640 -0.005 182.459 0.036 Z1 72| 182.464 0.085| 182.4640 0.0186 | 182.483 0.073
S1| Z2| 269.392 0.041| 269.3920 0.0263 269.418 0.030 S1 72| 269.343 0.085| 269.3430 0.0057 | 269.349 0.061
S2| Z2| 233.465 0.041| 233.4650 0.0267 233.492 0.026 S2| 72| 233.591 0.085| 233.5910 -0.082 | 233.509 0.053
S3| Z2| 148.639 0.041| 148.6390 -0.011 148.628 0.033 S3| Z2| 148.648 0.085| 148.6480 0.0608 | 148.709 0.068
S1| S2| 167.909 0.041| 167.9090 0.0677 167.977 0.000 S1 S2| 168.046 0.085| 168.0460 -0.069 | 167.977 0.000
S2| S3| 127.527 0.041 127.5270 0.0421 127.569 0.000 S2| S3| 127.713 0.085| 127.7130 -0.143 | 127.569 0.000

4 Btedy kierunkow, katéw i odlegtosci beda niejako ,oderwane” od realnych
wartosci zwigzanych z tymi obserwacjami, kiedy do wyréwnan wejda ob-
serwacje miedzy punktami statymi, poniewaz majg one znaczacy wptyw
na sume pwv ([pvv]). Aby btad typowego spostrzezenia m0 byt zblizony do
1,0 trzeba umiejetnie uzgadniaé¢ btedy obserwacji, ktére bedg tez ,ogar-
nia¢" punkty nawigzania ze swoimi btedami potozen w obszarach btedéw
$rednich. W tabeli 2 byty to wartoéci 0,03591 0,041 m, a w tabeli 3: 0,0709
0,085 m.

5. Nalezy w rozwazaniach darowac sobie subtelnosci w postaci elips btedu
sredniego. Na dobrg sprawe nowo wyznaczane punkty powinny mie¢ tak
przecinajace sie osie wsteg wahan, aby pétosie byty zblizone do siebie, czyli
aby stanowity okregi.

6. Wniosek ostateczny — wyréwnywane pomiarowe osnowy sytuacyjne
(POS) powinny zawiera¢ jak najwiecej obserwacji pomiedzy statymi punk-
tami osnowy geodezyjnej (POG), a licencyjne optaty za te punkty powinny
by¢ zniesione w trybie natychmiastowym.

Cigg dalszy w nastepnym numerze
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